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1. INTRODUCTION 

L’objet principal de cet expose est la categorie derivee D^{X) des faisceaux coherents 
sur une variete X. La categorie derivee organise I’information homologique (groupes 
d’extensions entre faisceaux coherents) et numerique (A-theorie). Nous allons etudier 
son comportement an cours des operations de «chirurgie algebrique » («flips» et 
«flops »). 

La categorie derivee d’un espace projectif se decrit a partir d’une algebre de dimen¬ 
sion finie (Beilinson, 1978) et ceci a place dans un cadre approprie les descriptions de 
fibres vectoriels en terme d’algebre lineaire. A la suite de ce resultat, des descriptions 
analogues (decomposition semi-orthogonale de la categorie derivee) ont ete recherchees 
pour d’autres varietes. De telles decompositions devraient apparaitre en presence d’un 
«flip », etape cruciale du programme de Mori de modeles minimaux (MMP) pour la 
classification des varietes projectives lisses, et cela a amene en particulier la question 
de I’invariance de la categorie derivee par «flop » (Bondal-Orlov, 1995). D’un autre 
cote, la conjecture homologique de symetrie miroir (Kontsevich, 1994) a elle aussi pose 
le probleme de I’invariance birationnelle de la categorie derivee, pour des varietes de 
Calabi-Yau. Independamment, la construction d’une equivalence derivee entre une 
variete abelienne et sa duale (Mukai, 1981) a montre la relation entre la realisation 
d’une variete X comme un espace de modules d’objets sur Y et la construction d’une 
equivalence (on d’un foncteur pleinement hdele) entre la categorie derivee de X et celle 
de Y. 

Commengons par poser des problemes sur les categories derivees de varietes, en suiv- 
ant trois points importants du MMP. 

On note Kx le diviseur canonique d’une variete lisse X et on considere I’equivalence 
lineaire entre diviseurs. On se donne un diagramme on / et 5 ^ sont des morphismes 
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birationnels entre varietes projectives lisses complexes 

( 1 ) ^ 

X V 

On a une premiere conjecture sur les flops generalises (cf |Sl Conjecture 4.4] et j2Hl 
Conjecture 1.2]): 

Conjecture 1.1 (Bondal-Orlov). — Si f*Kx ~ /iCy, dors D\X) ~ D\Y). 

On sait que dans cette situation les nombres de Hodge coincident (cf remarane ld.9|l . 
La conjecture a une reponse positive en dimension 3 fcorolla,ire 14.1 1 jl . pour des varietes 
symplectiques de dimension 4 fcorollaire 14.711 et dans le cadre torique ftlieoreme I4.15|l . 
Pour des varietes de Calabi-Yau (a; trivial), on s’attend done a ce que birationalite et 
equivalence derivee coincident, comme le predit la conjecture de Kontsevich de symetrie 
miroir |^. La « reciproque » de la conjecture ll.ll n’est pas vraie fremarane I3.15j) . 

On a une conjecture sur les flips generalises jHl Conjecture 4.4]: 

Conjecture 1.2 (Bondal-Orlov). — Si f*Kx — g*KY est equivdent d un diviseur 
effectif, dors il existe un foncteur pleinement fidele D’^iY) —> D^{X). 

La minimisation d’une variete dans le MMP devrait alors s’interpreter comme une 
minimisation de la categorie derivee, un modele minimal pour une variete X devant 
etre construit comme un espace de module d’objets de la categorie derivee de X. Dans 
la conjecture 11.21 il serait aussi souhaitable de savoir decrire I’ortliogonal de I’image de 
D\Y) dans D\X). 

On a enfin une conjecture de finitude m Conjecture 1.5]: 

Conjecture 1.3 (Kawamata). — Soit X une variete projective lisse. Alors, il 
n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de varietes projectives lisses Y 
telles que D\X) ~ D\Y). 

La reponse est positive en dimension < 2 (cf Corollary 1.2] et j28[ Theorem 1.6]) 
et pour X,Y des varietes abeliennes j461 Corollary 2.8]. 

Dans la premiere partie de cet expose, nous montrons, dans la situation extreme on 
le fibre canonique est ample on anti-ample, comment reconstruire la variete a partir de 
la categorie derivee ftheoreme l2.1j) . Nous expliquons ensuite le mecanisme de devissage 
de categories derivees ( H‘2.‘2\\ . Dans le nous presentons la construction de transfor¬ 
mations a noyau et les invariants transportes par les equivalences, puis nous exposons 
le cas des varietes abeliennes et des surfaces, on la theorie est presque complete. La 
partie HI presente plusieurs cas de reponse positive aux conjectures 11. II et 11.21 

Outre le livre en preparation [23j, le lecteur pourra consulter 13 [13 E31 EH pour des 
exposes generaux. 
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Je remercie Arnaud Beauville, Tom Bridgeland, Olivier Debarre et Alastair King 
pour leurs remargues sur une version preliminaire de ce texte, et Daniel Huybrechts, 
pour de trs nombreuses discussions. 


2. PROPRIETES INTERNES 

2.1. Reconstruction 

2.1.1. Terminologie. — Une variete sera pour nous un schema quasi-projectif X sur 
C. La plupart du temps, il s’agira de varietes projectives lisses. Les points consideres 
seront toujours des points fermes. 

La categorie derivee D^{X) est definie comme la localisation de la categorie des com¬ 
plexes homes de faisceaux coherents en la classe des quasi-isomorphismes (=morphismes 
de complexes qui induisent un isomorphisme entre faisceaux de cohomologie). Ses objets 
sont done les complexes homes de faisceaux coherents sur X. Les fleches sont obtenues 
a partir de morphismes de complexes auxquels les inverses des quasi-isomorphismes ont 
ete ajoutes. La categorie D^{X) n’est pas abelienne en general, mais elle possede la 
structure de categorie triangulee : le role des suites exactes courtes est joue par les 
triangles distingues. 

Tons les foncteurs consideres entre categories triangulees seront triangules. Une 
sous-categorie epaisse d’une categorie triangulee est une sous-categorie triangulee pleine 
close par facteurs directs. La sous-categorie d’une categorie triangulee engendree (resp. 
faiblement engendree) par une famille d’objets est la plus petite sous-categorie pleine 
triangulee (resp. la plus petite sous-categorie epaisse) contenant cette famille. 

2.1.2. Categories abeliennes. — Soit X une variete lisse. On sait, depuis Gabriel [22], 
que la categorie des faisceaux coherents X-coh sur X determine X: 

— I’application qui a un ferme associe les faisceaux supportes par ce ferme induit une 
bijection Z Iz de I’ensemble des fermes de X vers I’ensemble des sous-categories 
de Serre de X-coh engendrees par un objet 

— la categorie quotient X-coh /Iz est equivalente a (X — Z)-coh. et son centre 
s’identihe a Ox{X — Z). 

Suivant Thomason et Balmer [2| (voir aussi [Si Theorem 3.11]), ce principe de recon¬ 
struction s’etend a la categorie D^{X), si on munit celle-ci de sa structure tensorielle, 
en plus de sa structure triangulee: 

— I’application qui a un ferme Z de X associe la sous-categorie pleine Zl|(X) de 
D^{X) des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont supportes par Z est 
injective, d’image I’ensemble des sous-categories epaisses faiblement engendrees 
par un element et ®-ideales (he., stables par — ® L pour tout L G D’^{X)) jH7l 
Theorem 3.15] 

— La categorie D^{X — Z) s’identihe a D^{X)/D\{X) et, si X — Z est un ouvert 
affine, le centre de D^[X — Z) s’identihe a Ox{X — Z). 
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Par consequent, X-coh, vue conime categorie abelienne, et D^{X), vue comnie 
categorie triangulee tensorielle, ne sont pas des invariants interessants de X ! 

2.1.3. Fibre canonique (anti-)ample. — La cat^orie D’^{X), munie de sa seule struc¬ 
ture de categorie triangulee, ne determine pas la variete X, mais elle apparait comme 
un invariant interessant. Dans la suite, les categories derivees seront considerees avec 
leur seule structure triangulee (voir a ce sujet lld.l.4|) . Le premier exemple (Mukai) est 
celui de I’equivalence derivee entre une variete abelienne et sa duale ftlieoreme Id.llj) . 

Bondal et Orlov demontrent que lorsque le fibre canonique ujx est ample on anti- 
ample, alors la variete est determinee par sa categorie derivee [3 Theorem 2.5]. 

Theoreme 2.1 (Bondal-Orlov). — Soil X une variete projective lisse telle que lOx 
ou est ample. Si Y est une variete projective lisse et si on a une equivalence de 
categories triangulees Zl^(X-coh) ~ Zl^(X-coh), alors X ~ X. 

Un point crucial est joue dans la preuve par la notion de foncteur de Serre [3 §3]. Soit 
T une cat^orie C-lineaire telle que dimHom(M, X) < oo pour tons M,N G T. Un 
foncteur de Serre est la donnee d’une auto-equivalence S : T et d’isomorphismes 
bifonctoriels pour tons M,N E T: 

Hom(M, X)^ Hom(X, SM)*. 

Si on voit T comme une « algebre avec plusieurs objets », alors ceci correspond a la 
notion d’algebre de Frobenius. 

Un foncteur de Serre, s’il existe, est unique a isomorphisme unique pres. Par 
consequent, une equivalence de categories commute avec les foncteurs de Serre. En 
outre, si T est une categorie triangulee, alors un foncteur de Serre est automatiquement 
triangule. 

La definition est motivee par la dualite de Serre: 

Theoreme 2.2. — Si X est une variete projective lisse purement de dimension n, 
alors S = ujx[n] ® — est un foncteur de Serre pour D^{X). 

Preuves DU THEOREME 12. II fesauissesi — 

On se ramene facilement an cas on X et X sont connexes (cf proposition 12 .4j) et 
on fixe une equivalence F : D^(X)^Z1^(X). On suppose ojx ample (preuve identique 
dans I’autre cas). Le theoreme resulterait immediatement de I’invariance des algebres 
canoniques, si on savait que uy etait ample (cf 113.2.2|1 . 

• lere approche [7]. Sur une variete projective lisse connexe X, pour tout point 2 ; et 
tout z G Z, les O = Oz [ i ] G D^(X)d) verifient 

(2) S{C) ~ 0[dimX], End£)6(^)(0) = C et Hom(0, 0[z]) = 0 pour z < 0. 

Sur la variete X on oJx est ample, les conditions m caracterisent les objets Ox[i] dans 
D^{X). On en deduit que I’ensemble {F{Ox)[i]}i,x contient les Oy[j] pour z/ G X et 


est le faisceau gratte-ciel en z 
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j G Z. Si F{Ox) n’est pas de cette forme, il est orthogonal aux Oy[i], done il est nul. 
On deduit alors que F envoie tout Ox[i\ sur un Oy[i] et ceci induit une bijection entre 
points de X et de y. On caracterise ensuite les faisceaux inversibles decales sur une 
variete lisse Z comme les C G D^{Z) tels que pour tout z E Z, il existe n G Z tel que 

Hom(L, Oz[n]) ~ C et Hom(L, Oz[i]) = 0 pour i ^ n. 

On en deduit que F envoie un faisceau inversible sur un faisceau inversible decale. Soit 
L G Pic(X). Quitte a decaler F, alors on peut supposer F{L) G Pic(y). L’algebre 
0.>QHom(L, S'*(L)[—i dimX]) est isomorphe a I’algebre canonique de X et les ouverts 
definis par ses elements forment une base de la topologie de X. Cette algebre est 
isomorphe a I’algebre dehnie de la meme fagon pour Y et elle donne done une base de 
la topologie de Y . Ceci montre que ooy est ample et que les algebres canoniques de X 
et Y sont isomorphes. 

• 2eme approche |241 §4], On commence comme ci-dessus par veriher que les Ox[i] 
s’envoient sur des Oy[i]. La suite de la preuve n’utilise plus que ojx est ample. On 
utilise le theoreme Id.71 plus bas qui afhrme qu’il existe K G D^{Y x X) tel que F = 
Alors, le lemme 15.11 plus bas montre que X ~ X. 

• Seme approche [SUl §3.2.4]. Soit X une sous-categorie epaisse de D^{X). Si X est 
stable par L~^ (g) — pour un faisceau ample X, alors elle est (g)-ideale. Cette propriete 
est done equivalente a la stabilite sous S~^. Par consequent, I’ensemble des fermes de 
X se retrouve a partir de D^{X) (a partir de sa seule structure triangulee). Pour tout 
ferme X de X, il existe done un ferme Z' de X tel que X(i7|,(X)) = D\{Y). On montre 
que cette injection de I’ensemble des fermes de X vers ceux de X se restreint en une 
bijection X —X d’inverse continu. On identihe enhn les faisceaux d’anneaux.D 

Bondal et Orlov [3 Theorem 3.1] determinent le groupe Aut(Zl^(X)) des classes 
d’isomorphisme d’auto-equivalences de D^{X) lorsque est ample (ceci est par ex- 
emple fourni par la deuxieme preuve du theoreme EH) ; 

kni{D\X)) = Pic(X) x Aut(X) x Z. 

2.2. Decompositions semi-orthogonales 

2.2.1. Decompositions partielles. — Considerons la forme d’Euler sur la X-theorie 
A'o(A') 

{|A|,|e|> = 5](-l)‘dimExt‘(A,a) 

i>0 

Nous allons decrire I’analogue, pour la categorie derivee, d’une base triangulaire pour 
cette forme, ou plus generalement d’une decomposition semi-orthogonale de Xo(X). 

Soit X une sous-categorie epaisse d’une categorie triangulee X. On pose ■*“X = {C G 
T\ Hom(C, /) = 0 pour tout / G X} et X-*- = {C G X| Hom(J, C) = 0 pour tout I G X}. 
On dit que (X-*-,X) est une decomposition semi-orthogonale de X lorsque pour tout objet 
C de X, il existe un triangle distingue Ci —*• C —> C 2 ^ avec Ci G X et 02 G X-*-. Ceci 
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revient a demander que le foncteur canonique T jX so it une equivalence ou a 

demander que le foncteur d’inclusion X —> T ait un adjoint a droite. 

Lorsque X^ = (/C, J7), on ecrit T = (/C, J7,X) et on generalise aux decompositions 
T = (Xi,... ,Xm). 

L’existence d’un « generateur fort » pour D^{X) fournit un theoreme de representabilite 
a la Brown pour les foncteurs cohomologiques sur D^{X) (cf [Sj et m et on obtient un 
theoreme general d’existence de decompositions: 

Theoreme 2.3 (Bondal, Kapranov, Van den Bergh). — Soient X une variete projec¬ 
tive lisse etX = D^{X) une sous-categorie triangulee pleine d’une categoric triangulee 
T. Alors, le foncteur d’inclusion X ^ T a des adjoints d gauche et a droite, i.e., on a 
des decompositions semi-orthogonales T = (X-*-,X) etX = (X,-*-X). 

Une decomposition ortliogonale de D^{X) correspond a une decomposition de X en 
union de composantes connexes: 

Proposition 2.4. — SoitX une variete connexe. SoientXi etX 2 deux sous-categories 
epaisses deD^{X) telles gue D^{X) =Xi©X 2 (i.e., D^{X) = (Xi,X 2 ) = (X 2 ,Xi)J. Alors, 
Xi = 0 0 UX 2 = 0. 

Preuve — Un objet indecomposable de D^{X) est dans Xi ou dans X 2 . Soient r, s 
tels que Ox G X^ et {r, s} = { 1 , 2 }. Soit X^ = {x & X \ & Xj}. Si a; G Xg, alors 

Hom((Px, Ox) = 0 , ce qui est impossible, done = 0. Si C G X^, alors Hom(C', Ox[i]) = 

0 pour tout a; G X et tout z G Z, done C = O.D 

Remargue 2.5. — Soit X une categorie triangulee avec un foncteur de Serre S' et X = 
(X,X-*“) une decomposition semi-orthogonale. Alors, X = (-*“X,X) et ^X = S~^{X^). 

Considerons en particulier X = D^{X) ou X une variete projective lisse connexe 
de Calabi-Yau. Alors, il n’y a pas de decomposition semi-orthogonale non triviale de 
D^{X), car une telle decomposition serait une decomposition ortliogonale. 

2.2.2. Decompositions completes. — Voyons le cas particulier d’une suite exception- 
nelle d’objets. C’est une suite (Xi,..., Cm) d’objets de X telle que 

- Hom(Xj, Cj[r]) = 0 pour r G Z et z > j 

- Hom(Xj, Ci[r]) = 0 pour r 7 ^ 0 

- End(a) = C. 

On dit que la suite est complete si elle engendre X. 

Soit {Cl,... ,Cm) une suite exceptionnelle complete. Notons X la sous-cat%orie 
triangulee de X engendree par X*. Nous noterons D^{A) la categorie derivee bornee des 
modules de type hni sur une algebre A. 

On a une equivalence Xj ®c ~ • D^{C)^Xi et une decomposition semi-orthogonale 
X = {Xi,...,Xm). Reciproquement, toute decomposition semi-orthogonale en 

des categories equivalentes a D^{C) provient d’une suite exceptionnelle d’objets. 
L’ensemble {[Xj]} forme une base de Xo(X). Si X est localement de type hni (he., si 
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dim Hom(M, 77[i]) < oo pour tous M,N G T), alors la matrice de la forme d’Euler 
dans la base {[Q]} est triangulaire. 

Exemple 2.6. — Soit X = P". Beilinson jl] montre que (C>(—n), C>(—n + 1),..., C>(0)) 
est une suite exceptionnelle complete. L’orthogonalite est claire. La resolution de la 
diagonale A C P” x P”: 

0 ^ 0{-n) K ^-^ 0{-l) K Q\l) ^Oa^O 

decrit le foncteur identite de D^(P^) comme extension de foncteurs 0 

—) et ceci demontre I’engendrement. Soient T = ©r=o o{-i ) et A = End(jF), une 
algebre de dimension finie. Alors, on a en plus ici Ext^°(jF, JF) = 0 et on deduit que le 
foncteur i?Hom(jF, —) : i7^(P’^) —> D^{A) est une equivalence. 

2.2.3. Minimisation. — Kapranov a construit des suites exceptionnelles completes 
pour les quadriques projectives lisses et les varietes de drapeaux de type A (2^1 (cf 
1221 pour un survol des constructions pour les varietes de Fano). 

King [221 Conjecture 9.3] conjecture que toute variete torique complete lisse X admet 
une suite (Li,..., L„) de fibres en droites telle que Ext^°(Lj, Lj) = 0 pour tous i,j et 
les Li engendrent D^{X) (alors, D^{X) est equivalente a D^{A), on A = End(0.Lj)). 
Kawamata [221 demontre I’existence d’une suite exceptionnelle complete de faisceaux 
pour toute variete torique projective lisse. 

Des que Kq{X) n’est pas de type fini, D^{X) ne pent etre equivalente a la categorie 
derivee d’une algebre de dimension finie. On montre par contre que pour toute variete 
A, il existe une dg-algebre (=algebre differentielle graduee) A dont la categorie des 
complexes parfaits est equivalente a D^{X) (cf Keller, Thomason, Neeman, Kontsevich, 
Bondal-Van den Bergh, jSH Proposition 3.14 et Theorem 7.39]). 

La recherche de modeles minimaux est reliee a la minimisation de la categorie derivee. 
On cherche une suite exceptionnelle Li,..., avec n maximal. Soit I la sous-categorie 
triangulee de D^{X) engendree par les Li. Alors, D^{X) = (X, X-*-) et la geometrie de X 
devrait etre en partie controlee par la categorie triangulee X = I^. II serait interessant 
d’etudier I’independance de X du choix de Xi ,... ,Ln et meme son independance bi- 
rationnelle (cf [211 )• La categorie X apparait parfois comme la categorie derivee d’une 
variete X', de dimension inferieure ou egale (cf [2Z| pour un exemple de variete de Fano 
X de dimension 3 on X' est une courbe de genre 7). L’exemple le plus simple est celui 
d’un eclatement de centre un espace projectif (cf theoreme I4.2|l . 


3. COMPARAISONS 

3.1. Transformations a noyau 

3.1.1. Definition. — L’idee des transformations a noyau est la suivante: on se donne 
une function : X x Y — C. On a alors une application des functions sur Y vers les 
fonctions sur X donnee par / i—>• (x h->• fy f{y)(j){x,y)dy). 
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Cette construction a un analogue pour les faisceaux coherents (les menies construc¬ 
tions pour les faisceaux constructibles ou les 'D-modules sont classiques). Soient X etY 
deux varietes projectives lisses et p : X xY X, q : X xY —F les deux projections. 


X X y 



X Y 


Soit K G D^{X X Y). On definit alors le foncteur (dit de « Fourier-Mukai») '■ 

D\Y) D\X) par 

^K{C)=Iip,{K q*C). 

Soit K'^ = in-lom{K,OxxY) ^ D’^{Y x X). Si X et F sont de dimension pure, alors 
les foncteurs et ^K'^, 2 )q*‘^Y[dimY] sont respectivement adjoints a gauche 

et a droite de ^k- 

Soient Z une autre variete projective lisse et L G D^{Y x Z). 


X xY X Z 



X xY X X Z Y X Z 

On pose K o L = Rpi 3 *(pj 2 -^ ^ alors un isomorphisme canonique ° 

^L^^KoL- 

Le lemme classique suivant permet de reconnaitre quand K provient d’un isomor¬ 
phisme de varietes (cf |241 Corollary 4.3]). 

Lemme 3.1. — On suppose que Y est connexe et que pour tout y eY, il existe x E X 
et n E Z tels que — Ox[n]. Alors, il existe un morphisme a : Y ^ X de graphe 

Fo- et il existe L E Pic(F) et m E Z tels que K ~ C>r^ ® q*L[m]. 

Si est une equivalence, alors a est un isomorphisme. 

Preuve (esquisse) — Soit y eY d’anneau local Omy et soit n G Z tel que K 0^^ Oy est 
concentre en degre —n. Le lemme de Nakayama montre que Z)oy — Omy[n]. 
Il existe alors un voisinage ouvert U dey tel que q^{KZ>OY^u) — Clu[n\ et on obtient un 
morphisme U ^ X. Ceux-ci se recollent en cr : F — X avec les proprietes voulues. Si 
est une equivalence, alors K'^ (8) p*a;x[dimX] dehnit un morphisme X —F inverse 
de (T.n 

3.1.2. Pleine fidelite. — La pleine hdelite du foncteur pent se tester sur une famille 
d’objets appropriee (cf [HI Theorems 5.1 and 5.4]). Nous utilisons ici les faisceaux 
gratte-ciel ini Theorem 1.1], le point-clef etant qu’un objet orthogonal (a gauche ou a 
droite) aux faisceaux gratte-ciel et a leurs decales est nul. 
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Proposition 3.2 (Bondal-Orlov). — SoitK g D’^{XxY). Le foncteur ^ k estpleine- 
ment fidde si et seulement si pour tons y, y' EY,ona 




0 sauf si y = y' ei 0 < i < dim Y 
k si y = y’ et i = 0. 


C’est une equivalence si en plus 8) tvx — ^K^Oy) pour tout y eY. 


Cette proposition montre que lorsque X et P ont des fermes stricts Z et Z' en dehors 
desquels K est le faiscean de structure du graphe d’un isomorphisme Y — Z'^X — Z, 
alors le critere precedent pent se verifier en remplagant X et P par leurs completes 
formels le long de Z et Z'. Ceci permet de substituer a X et X des modeles preferes, a 
condition de garder les memes completes formels (cf la preuve du theoreme I4.0|) . 

Un cas particulier de pleine fidelite est fourni par le resultat suivant, qui se deduit 
immediatement de la formule de projection. 


Proposition 3.3. — Soit f : V ^ W un morphisme entre varietes projectives lisses. 
Si le morphisme canonique Ow est un isomorphisme, alors Lf* : —>■ 

D^iy) est pleinement fidele. 

3.1.3. Families. — Soient X',Y' deux varietes projectives lisses et K' G D^{X' x Y'). 
Alors, on a le resultat classique (cf jUl Proposition 2.1.7]): 

Proposition 3.4. — Si^x ■ D’^iY) D^{X) et^x' '■ D^{Y') D^{X') sont pleine¬ 

ment fideles (resp. sont des equivalences), alors ^x^k' '■ D^{Y x Y') D^{X x X') 
est pleinement fidele (resp. est une equivalence). 

Soient p : X ^ S et q : Y ^ S des morphismes projectifs lisses entre varietes 
projectives lisses. Soient sq E S, Xq = p~^{so) et Yq = Soient i : Xq ^ X, 

j : Yo ^ Y et k : X XsY —> X x X les immersions fermees. Les proprietes d’une famille 
de noyaux se specialisent m Proposition 6.2]: 

Proposition 3.5 (Chen). — Soit K e D’^{X Xs X) tel que ^k,x '■ D’’{Y) —> D’’{X) 
est pleinement fidele (resp. est une equivalence). Alors, ^^(ixjpK ■ D^iXo) -D^(Xo) 
est pleinement fidele (resp. est une equivalence). 

Ce resultat permet de verifier dans certains cas qu’un noyau donne une equivalence 
par deformation (cf par exemple U4.4j) . 

Remarque 3.6. — Soit ^x '■ D^{Y) D^{X) un foncteur pleinement fid^e. Alors, on 

doit penser a X comme I’espace de modules fin de {F{Oy)}y^Y et k K comme I’objet 
universel associe. 
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3.1.4- Representabilite. — L’imperfection des axiomes des categories triangulees rend 
la preuve du resultat suivant delicate (cf jl3], |171 Theorem 3.2.1] et jHl Theorem 1.1] 
qui assure I’existence d’adjoints; cf m Theorem 1.1] pour une extension aux champs 
de Deligne-Mumford et une autre preuve). 

Theoreme 3.7 (Orlov). — Soil F : D^{Y) —> D^{X) un foncteur pleinement fidele. 
Alors, il existe un unique K E D^{X x Y) tel que F ~ ^k- 

Une approche preferable a ce probleme (et a ceux de 1 13. 2 jl consiste a considerer 
une structure plus riche que celle de categorie triangulee, celle de dg-categorie (les 
Horn sont munis d’une structure de complexe d’espaces vectoriels) dont le « » est la 

categorie derivee de depart [5H]. On dispose d’une dg-categorie Lcoh{^) dont le « » 

est D^{X). Toen montre que la dg-categorie des foncteurs de Lcoh(b") vers Lcoh(d^) est 
(quasi-)equivalente a Lcoh{^ x y) |iHl Theorem 8.15] et ceci fournit un analogue du 
theoreme EH pour des foncteurs non necessairement pleinement hdeles. Les foncteurs 
D^{Y) D’^{X) obtenus sont alors tons du type et reciproquement tout foncteur 

de ce type provient d’un foncteur dehni au niveau des dg-categories. 

3.2. Invariants d’une equivalence 

3.2.1. — Soit F : D^{Y)^D’^{X) une equivalence, avec X et U projectives lisses 
connexes. D’apres le theoreme 13.71 il existe K E D^{X x Y) tel que F ~ 

La commutation de F avec les foncteurs de Serre montre que dimX = dimU et que 
uJx et uy ont le meme ordre |14l Lemma 2.1]. 

Un argument de rigidite montre que F induit un isomorphisme de groupes algebriques 
Pic°(y) X Aut°(U)^ Pic°(X) X Aut°(X), ou Aut°(X) est la composante neutre de 
Aut(X) (cf theoreme 13.111 pour un cas ou les deux facteurs sont echanges). 

3.2.2. Cohomologie. — Passons maintenant a des invariants du type cohomologie ou 
algebre canonique (cf jlH Theorem 4.9], [Hj, [TJj, (211 Theorem 2.3] et jl3 Theorem 

2.1.8]). 

Soit HAi^k{X) = Ext]5('xx(^Ax, Uco’x) od i : AX —X x X est I’inclusion de la di- 
agonale. Soit HA{X) = 0^ ^ HAi^k{,X). On munit HA{X) d’une structure d’algebre bi- 
graduee via les isomorphismes canoniques i^oj^x'^). 

On a. HAi^k{X) =« Hom(S'x, Sx[i—k dimX]) », ou le terme de droite doit etre compris 
comme le d’un complexe de Horn’s pris au niveau des dg-categories. 

Onai7Aj^fc(X) ~ i7P(X, A'^TA ®a;^) (cf ISHI et jSSl Corollary 2.6]), ou TA est 

le hbre tangent. En particulier, 0 ^>q i7Ao,fe(X) est isomorphe a I’algebre canonique 

RiX) = ^,^,H%X,u;>k). 

Theoreme 3.8. — F induit un isomorphisme d’algebres graduees HA{Y)^HA{X). 
En particulier, F induit un isomorphisme gradue entre les algebres canoniques 
R{Y)^R{X) et un isomorphisme entre les espaces vectoriels de cohomologie 
H*{Y,C)^H*{X,C). 
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Preuve (esquisse) — On utilise I’equivalence '■ D^{Y x Y)^D^{X x X) on 

L = (8) p*a;x[dimX] ~ ® g*a;y[dimF] vu dans D^{X x F).n 

L’isomorphisme H*{X,C)^H*{Y,C) n’est pas compatible a la multiplication ni a 
la graduation classique, en general. II est par contre compatible a la graduation donnee 

par ”ff(X,C) = 

Remarque 3.9. — On s’attend tout de meme a I’egalite des nombres de Hodge de X 
et Y (cf [ini §1-3]). Dans la situation de la conjecture II.11 la formule de changement 
de variable pour I’integration motivique montre que les varietes X eiY ont les memes 
nombres de Hodge (Kontsevich, Batyrev et Denef-Loeser), cf jlHl §4] et jSHl- 

On deduit du theoreme UHli’ invariance de la dimension de Kodaira. On deduit aussi 
que si k{X,ijJx) = dimX (be., X de type general) ou k{X,Ux^) = dimX, alors X et 
Y sont birationnelles. 


Via le theoreme de Grotliendieck-Riemann-Roch, on obtient I’invariance de la colio- 
mologie a coefficients rationnels. 

Soit L G D^{X X Y). Soit ch : R’o(X) ^ H*{X, Q) la classe de Chern et soit tdx la 
classe de Todd de X. On definit un morphisme 

: H*{Y, Q) ^ H*{X, Q), ^ ^ P* ■ ch([L]) ■ g*(y/t^) ■ g*(0)) • 

Ce morphisme est gradue pour la graduation ”77 et on a 0loL' = 4>l ° 4>l'- 

Lorsque L = K, alors ce morphisme est un isomorphisme et sa complexihcation est 
I’isomorphisme du theoreme 13.81 

La transformation induit un morphisme [<I>i] : Kq{Y) —^ Kq{X) et on a un 
diagramme commutatif 


/V(r) 

ch{—)'\/tdy 


Rz 


K,{X) 

ch{-)Vtdx 


H*{Y,Q)—^H*{X,Q) 


<t>L 


Remarque 3.10. — Hille et Van den Bergh Remark 3.4] mentionnent I’invariance 
de la X-theorie topologique par equivalence derivee et en deduisent I’invariance de 
H*{X, Z) dans H*{X, Q) pour les courbes, les surfaces K3 et les varietes abeliennes. 


3.3. Varietes abeliennes 

Le resultat suivant de Mukai m Theorem 2.2] est le point de depart des travaux sur 
les equivalences entre categories derivees de faisceaux coherents. 

Soient A une variete abelienne et H = Pic°(H) sa variete abelienne duale. On note 
V le hbre de Poincare sur A x A. 

Theoreme 3.11 (Mukai). — Le foncteur : D'^{A-coh) —> D^{A-coh) est une 
equivalence. 








947-12 


Preuve — On verifie les conditions de la proposition ld.21 Pour x E A, alors ^xiOx) est 
un fibre en droites de degre 0 sur A. Puisque H*{L) = 0 pour tout L G Pic°( 74 ) non 
trivial, on deduit que d>p est pleinenient fid^e, et done une equivalence, car uja — Oa-^ 
On decrit maintenant toutes les equivalences derivees entre varietes abeliennes (cf 
1^ . jm §5] et jlHl §11 et §15]). 

Soit B une variete abelienne. Soit 


f :BxB ^ Ax A. 

On pose 

/ = : Ax A^ B X B. 

On note U{B x B, Ax A) I’ensemble des isomorphismes f : B x B—^A x A tels que 
/-' = /• 

Soient a E A et a E A. On note ma : A ^ A, b e->- a + b. On pose ^a,a = 
L^®maA-)-D\A)^D\A). 


Theoreme 3.12 (Polishchuk, Orlov). — Soit F : D^{B)^D^{A) une equivalence. 
Alors, il existe aEU{BxB,Ax A) tel que 

(3) ^cr{b,i3) = F o o F~^ pour tous b E B et (3 E B. 

Reciproquement, soit a E U{B x B, A x A). Alors, il existe une equivalence F : 
D^{B)IA^D^{A) verifiant ([|). 

Preuve (elements) — L’invariance de Aut° x Pic° (cf H3.2jl fournit un isomorphisme 
B X B — ^A X A, dont on verifie qu’il a la propriete voulue. La reciproque requiert la 
construction d’un fibre simple semi-homogene de pente donnee.D 

On obtient alors une description explicite du groupe des auto-equivalences. On a une 
suite exacte de groupes 

0 ^ (A X i)(C) X Z ^ Aut{D\A)) U{A x i, A x i) ^ 1. 


Remarque 3.13. — On pent conjecturer qu’une variete projective lisse derive- 
equivalente a une variete abelienne est une variete abelienne. 


3.4. Surfaces 

Notons tout d’abord que le cas des courbes n’est pas interessant! Deux courbes 
projectives lisses sont derive-equivalentes si et seulement si elles sont isomorphes : en 
genre 7 ^ 1, le theoreme 12.11 donne le resultat. Pour les courbes elliptiques, on le deduit 
par exemple de I’invariance de la structure de Hodge entiere. 

Nous decrivons brievement la situation pour les surfaces. Les demonstrations deman- 
dent une analyse minutieuse suivant la classification des surfaces minimales. 
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Soient X et Y deux surfaces projectives lisses connexes non isomorphes. On suppose 
que X est minimale, i.e., ne contient pas de avec auto-intersection —1. On a une 
description precise des cas d’equivalences derivees [El (cf HU IE] pour les K3). 

Theoreme 3.14 (Bridgeland-Maciocia). — On a D’^{X) ~ D^{Y) si et seulement si 
une des assertions suivantes est vraie 

— X et Y sont toutes deux abeliennes (ou toutes deux des K3) et il existe une 
isometrie entre leurs reseaux transcendants compatible avec les structures de Hodge 

— X et Y sont des surfaces elliptiques et Y est un schema de Picard relatif de la 
fibration elliptique de X[Tn]. 

Remarque 3.15. — La iL-equivalence entre deux varietes projectives lisses X et P 
(=existence d’un diagramme dH) avec f*Kx ~ g*KY) implique que les varietes sont 
isomorphes en codimension 1. Si deux surfaces sont X-equivalentes, elles sont done 
isomorphes. Uehara issi construit des exemples de surfaces elliptiques birationnelles et 
derive-equivalentes mais qui ne sont pas isomorphes, done pas iL-equivalentes non plus. 


4. FLIPS ET FLOPS 
4.1. Introduction 

Un cas particulier de la coniecture ll.ll est celui d’un flop. Ce cas est important car une 
des conjectures du MMP est que deux modeles minimaux birationnels sont connectes 
par une suite de flops. 

Un flop est un diagramme 



ou 

— X est une variete projective de Gorenstein, 

— / et /+ sont des resolutions crepantes (he., f*uix — et {f^)*ujx — uix+) dont 
le lieu exceptionnel est de codimension > 2 et 

— il existe un diviseur D sur X tel que —D est relativement /-ample et le transforme 
strict de D est relativement /■''-ample. 

Le morphisme / determine uniquement /+ (car X~^ = Proj 0 ^>q C>x(/*("^-D)), 
independant de D). La conjecture 11.11 predit que D^{X) ~ D’^{X^) et done que X+ 
peut se construire comme un espace de module d’objets de D^{X) (cf H4.5I pour la 
dimension 3). Cette approche pourrait aussi s’appliquer pour les flips. 
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Nous aliens voir des exemples 1 ^4.,41 114.4.11 et l H3j) ou la transformation de noyau 
6st une equivalence D^{X^)^D^{X). Neanmoins, nous verrons dans H4.4.2I 
une situation ou cette transformation n’est pas une equivalence. 

4.2. Eclatements 

4-2.1. Fibres projectifs. — Soit E un fibre vectoriel de rang r > 1 sur une variete 
projective lisse Y et soit q : P(i7) —> F le fibre projectif associe. 

La proposition suivante Theorem 2.6] fournit une version relative de I’exemple 

EH 

Proposition 4.1 (Orlov). — On a une decomposition semi-orthogonale 
D\P{E)) = {D\Y).r+i, D\YU+2, ..., D\Y)o), 
ou D^(Y)d est I’image de D'^{Y) par le foncteur pleinement fidde Og{d) (g) q*{—). 

Preuve (esquisse) — La pleine fidelite est fournie par la proposition id.dl Soient C,D G 
D\Y) et Le D\P{E)). On a 

Hom(g*0, L 0^ q*D) ~ Hom(C', Rq,{L g)^ q*D)) ~ Hom(C', (Rg*L) D). 

La semi-orthogonalite resulte alors de I’annulation de pour —1 > i > —r + 1. 

Soit T la sous-categorie triangulee de D^(P{E)) engendree par D’^(Y)_r+i,..., D^{Y)q. 
Soient y e Y et E = q~^{y). Les faisceaux Opi—r + 1),..., Opit]) engendrent D’^{E) 
fexemple 12.6j] . done, vus comme faisceaux sur P(i7), ils engendrent Dp{P{E)). Par 
consequent, Dp{P{E)) C T et en particulier e T pour x e E. On en deduit que 
-*-T = 0, d’ou T = D'^{P{E)) par le theoreme I2.41 D 

4-2.2. Decomposition pour un eclatement. — Soient maintenant X une variete projec¬ 
tive lisse et Y une sous-variete fermee lisse de X purement de codimension r > 2. Soit 
Ffy/x le fibre normal de Y dans X. Soient X I’eclatee de X le long de F et F ~ P(A/y/x) 
le diviseur exceptionnel, image inverse de F dans X. On a un diagramme commutatif 

Y^ - 

q p 

F^^X 

I 

Le theoreme suivant decrit comment la categorie derivee grossit par eclatement m 
Theorem 4.3]. 

Theoreme 4.2 (Orlov). — On a une decomposition semi-orthogonale 

oil D^{Y)d = j^{Oq{d) g q*D^{Y)) et D^{X)o = Lp*D^{X). Les foncteurs canoniques 
induisent des equivalences D^{X)—^D^{X)q et D’^{Y)—^D’’{Y)d pour tout d. 
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Preuve (esquisse) — Un point utile est I’existence, pour tout C G D’^iY), d’un triangle 
distingue 

(4) 

La proposition Id.51 montre que Lp* : D^[X) D^{X) est pleinement fidele. Pour 

I’equivalence D^(Y) — >D^{Y)d, la proposition 14.11 rameue le probleme a montrer que 
Hom(Lj*j*C>i?, Opli]) = 0 pour toute fibre F de g et tout i 7 ^ 0. Le triangle distingue 
(jU rauiene I’annulation recherchee a celles de ,0{—l)) et (P). 

La semi-orthogonalite de T = (Zl^(P)_r+i, Zl^(P)_r+ 2 , • • •,Zl^(X)o) 

s’etablit par la meme technique que dans la preuve de la proposition 14.11 

II reste a etablir que est nul. Soit y E Y. On a l/p*Oy ~ Pour 

0 < d < r—1 et \j‘^p*Oy = 0 pour d > r. On a O'^(d)) = 0 pour 1 < d < r—1 et 

la resolution de la diagonale dans P^“i fcf I’exemp 1 e l 2 .t)ji montre que pour 1 < d < r — 1 , 
alors O'^(d) est dans la sous-categorie de Z 1 ^(P^“^) engendree par C)(—r + 1 ),..., 0{—l). 
Par consequent, le cone du morphisme canonique Lp*(Py —> Op-i(y) est dans T, done 
finalement (Pp-i(y) est dans T et on termine comme pour la proposition I4.1i n 

Remarque 4-3. — Les arguments essentiels pour les deux resultats precedents appa- 
raissent aussi dans les travaux de Thomason jHHi Eni qui s’interesse a la iP-theorie 
superieure. 

4.3. Flips et flops standard 

Soient X une variete projective lisse et Y une sous-variete fermee isomorphe a P^ 
telle que My/x — 1)^^^ avec 1 < I < k. Soit p : X ^ X I’eclatee de X le long de 

Y. Le diviseur exceptionnel Y est isomorphe a P^ x P^ et on a My/x — ~1)- 

Soit : X —> la contraction de Y sur Pb On suppose que est une variete 

projective. Soient f : X ^ X et f~^ : X~^ X les contractions de P^ et P^ sur un 
point. Ils fournissent I’exemple le plus simple de flip (et de flop lorsque k = 1). On a 
X ~ X xjf X+. 


pfc y/ p/ 



Les coniectures ll . ll et ll .2l sont connues dans ce cas (cf 0 Theorem 3.6] et |17l Theorem 
2.2.9]): 






947-16 


Theoreme 4.4 (Bondal-Orlov). — Le foncteur $ 0 ^ = Rp*L(p+)* : —> 

D’^{X) est pleinement fidele et c’est une equivalence si I = k. 

Preuve (esquisse) — Soil A (resp. B) la sous-categorie triangulee pleine de D^{X) 
engendree par les j^O{r,s) avec r = 0 et —I < s < —1 (resp. —k < r < 0 et 
—l<s< —1). Les decompositions du theoreme 14.21 et de hexemole 12.61 donnent une 
decomposition semi-orthogonale (Lp*D{X))^ = {B,A). On a. B C (L{p'^)*D^{X^))^. 
Puisque {oOj^)^Y — fc, —/), on a aussi A®uJx C (L(p+)*Z1^(X+))-*-, done A C 
^(L(p+)*L)'’(X+)). 

Soit C G D^{X^) et soit C le cone du morphisme canonique Lp*Rp*(L(p+)*0) —^ 
L(p+)*0. On a C E {Lp*D{X))^ fl ^B = A. Par consequent, le morphisme canonique 

Hom(0,D) ^ Hom(Rp,L(p+)*0,Rp*L(p+)*D) 

est un isomorphisme pour tout D G D^{X^). 

Supposons maintenant k = 1. Soit p- = Lp*{—) 0 ^x/x[^]- Le foncteur Hp^p' 
est adjoint a droite de Rp*L(p+)*. On montre, comme ci-dessus, que Ilp^{uJx/xm ® 
Lp*(—)) est pleinement hd^e et hnalement Rp*L(p+)* est une equivalence.□ 

Remarque 4-5. — II devrait en fait etre vrai que (X)/'R,p^'L{p'^)*[X^) a une suite 
exceptionnelle complete de longueur k — 1. 

4.4. Flop de Mukai 

4.4-1- — Soit X une variete projective lisse de dimension 2n > 4. Soit i : Y = P” X 
une immersion fermee. On suppose Afy/x — Oy. On considere comme precedemment 
I’eclatement p : X —>■ X. Soit Y^ I’espace projectif dual. Alors, le diviseur exceptionnel 
Y s’identihe a la variete d’incidence dans Y x Y'^ et on a J^yjx — ^(“1) On a 

alors une contraction : X —> X+ de Y sur Y'^ et on suppose X+ projective. 

Le foncteur Rp*L(p+)* : Z1^(X+) — D'^{X) n’est pas une equivalence (cf j2Hl Propo¬ 
sition 5.12] et j42l Corollary 2.2]). Par contre, un autre noyau fournit une equivalence 
(cf j2Hl Corollary 5.7] et jl21 Theorem 4.4]). 

Soient f : X —> X et : X+ —>• X les contractions de Y et Y^ sur un point (flop 
de Mukai). Soit X = X xx X~^. Alors, X = X U (P x Y~^) C X x X+ et I’intersection 
est a croisements normaux. 



Theoreme 4.6 (Kawamata, Namikawa). — Le foncteur 
D^{X^) —> D^(X) est une equivalence. 


R7r*L(7r+)* 
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Preuve (esquisse) — II suffit de trailer le cas ou X = Spec fly et i : Y —X est la 
section nulle, car cela ne change pas le complete formel de X le long de Y (cf lld.l.2|) . 
La non-projectivite de X ne pose pas de probleme nonveau. Soil X = Spec C>y(— 

La snite exacte 0 —>• fly —> Oy —> 0 fonrnit nn morphisme lisse X —> 

et la fibre de 0 s’identifie a X. 

On a My/x — (Py(— 1)"^^ et on a alors un fiop standard X —>• X+ (cf 114.dj) . Le 
fonctenr : Z1^(X+) —^ D^{X) est nne eqnivalence et il resnlte de la proposition Id.51 
qne est nne eqnivalence.□ 

Denx varietes projectives symplectiques birationnelles de dimension 4 sont connectees 
par nne snite de flops de Mnkai ([HS Theorem 1.2], j2()l §8]; il faut en fait permettre 
la contraction simnltanee de plusieurs disjoints pour qne les varietes intermediaires 
restent projectives [SIl)- On deduit alors (|12l Corollary 4.5] et |2H1 Remark 5.13]) : 

COROLLAIRE 4.7 (Kawamata, Namikawa). — Deux varietes projectives symplectiques 
birationnelles de dimension 4 sont derive-equivalentes. 

j.j.2. Flop de Mukai stratifie. — Markman IBS a etudie nne generalisation du fiop 
de Mukai. Nous suivons ici la presentation de 133 et ne donnons qne la version 
«linearisee ». 

Soil V un espace vectoriel de dimension n et soil G{V,r) la Grassmannienne des 
sous-espaces de dimension r de V, on r est un entier < n/2. Soient X = T*G{V,r) 
et X la sous-variete fermee de Endc(X) des endomorphismes a tels qne = 0 et 
rang(a) < r. On identifie T*G(y,r) a la variete des paires (IT, 0) on IT est un sous- 
espace de dimension r de T et 0 G Hom(T/IT, IT). On dispose d’une application 
moment / : X —X qui envoie (VT, 0) sur la composition a : T -» T/IT ^ W ^ V. 
L’application moment est un isomorphisme au-dessus de I’ouvert des endomorphismes 
de rang r. On dispose de meme d’une application moment : X+ = T*G{V,n — r) —> 
X. 

Le noyau « evident » ne fonrnit pas nne equivalence derivee, bien qne sa classe dans 
Kq soit adequate |1H1 Theorem 2.7 et Observation 4.9]: 

Theoreme 4.8 (Namikawa). — L’application > Kq{X) est 

un isomorphisme pour tous n,r mais '■ D^{X~^) D^{X) n’est pas une 

equivalence pour n = 4 et r = 2. 

Dans le cas n = 4 et r = 2, Kawamata construit un noyau de la forme Ox X ® G 

on C est un fibre en droites, qui induit une equivalence pIT| . 

Voyons maintenant une construction pour n, r generaux d’un noyau supporte par 
X Xy X"*" et induisant une equivalence derivee. 
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Soil U la sous-variete ouverte de G(V, r) x GiV, n—r) des (W, W') tels que W = 0 
et soil L : U ^ G{V,r) x G{V,n — r) I’immersion ouverte. 


U 

L 

' ’ 


G{y, r) X G{y, n 


r) 



G{V,r) 



II est classique m Exercice III. 15] que la transformation de noyau l\Cu induit une 
equivalence entre categories derivees de faisceaux constructibles de C-espaces vectoriels: 

Ra,(Cc/®r'(-)) : Dl,,{G{V,n-r))^Dl,,{G{V,r)) 

Soit /C le module de Hodge mixte correspondant a l\Cu. C’est un noyau inversible pour 
les transformations entre categories derivees de modules de Hodge mixtes. Soit K = 
Gr(/C), un faisceau coherent G^-equivariant sur T*{G{V,r) x G(V,n — r)) = X x X+. 
Alors, I’inversibilite du noyau /C montre que '■ > D^{X) est une equivalence 

(c’est bien sur aussi une equivalence pour les categories Gm-equivariantes). 

II serait interessant de decrire explicitement le faisceau K. Kashiwara a propose une 
description pour n = 4 et r = 2, qu’il faudrait comparer avec le noyau de EH- 

Cette construction se generalise a des varietes de drapeaux paraboliques pour des 
groupes semi-simples complexes arbitraires. Dans le cas des varietes de drapeaux com- 
plets, une telle construction au niveau de la TT-theorie a ete effectuee par Tanisaki 


On pent aussi construire une equivalence D^{X~^)^D^{X) en regroupant les 
D^{T*G{V,r)), 0 < r < dimH, et en appliquant les methodes de pT| . 


4.5. Dimension 3 

4.5.1. — On expose ici la construction de Bridgeland [12] (voir aussi 0123 EDI). 
Considerons un flop entre varietes projectives lisses de dimension 3 : 



Remarque 4.9. — Lorsque / ne contracte qu’une courbe irreductible G, alors G ~ 
et le fibre normal Mcjx est G(—1) © G(—1), O © 0(—2) ou 0{1) © G(—3) (cf [221 
Corollary 16.3]). Le premier cas est un flop standard BJ4.3|1 et le second cas pent se 
traiter par des methodes similaires [3 Theorem 3.9]. 
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Considerons le diagramme 


X x^X+ 



X x+ 

Theoreme 4.10 (Bridgeland). — Le foncteur R 7 r*L( 7 r+)* : Z1^(X+) —> D^{X) est 
une equivalence. 

Bridgeland construit le flop /■*“ a partir de / : la variete X"*" apparait comme un 
espace de modules fln de certains objets de D^{X) (« faisceaux pervers ponctuels ») et 
le noyau de I’equivalence est le flbre universel. La determination de ce flbre, et done la 
forme precise du theoreme ICTil sont dues a Chen. 

Un flop generalise entre varietes projectives lisses de dimension 3 se decompose en 
une suite de flops |2H1 Theorem 4.6] et on en deduit: 

Coroll AIRE 4.11. — La ennieeture I /. /I est vraie en dimension 3. 

4 . 5 . 2 . Construction du flop et equivalence. — Soit X une variete projective connexe 
de Gorenstein de dimension 3. Soit / : X —X une resolution crepante dont le lieu 
exceptionnel est union d’un nombre flni de courbes et soit D un diviseur sur X tel que 
—D est relativement /-ample. 

Le theoreme d’annulation de Grauert-Riemenschneider montre, via la formule de 
projection, que = 0. Le foncteur Lf* : D{X) L){X) est done pleinement 

fldele (variante de la proposition 13.31 pour les categories derivees non bornees que re- 
quiert la non-lissite de X). Soit B son image. On a une decomposition semi-orthogonale 
D{X) = {B^, B), on B^ = {C e D{X)\RflC = 0}. 

On construit une nouvelle t-structure sur D{X) en recollant la t-structure standard 
de B avec celle de B^ decalee de 1 vers la gauche. Son cceur Veix/x (une categorie 
abelienne) consiste en les C G D{X) tels que 

— WC = 0 pour z 7 ^ 0,1 

- = 0 

— = 0 et Hom(7-f°C', M) = 0 pour tout M G B-^ f] X-coh. 

On a Ox G ~Peix/x 6 ^ on dit que E G ~Peix/x o^t un « faisceau pervers ponctuel» si 

— E est un quotient de Ox (dans Veix/x) 

— la classe de Ghern de E est egale a celle d’un faisceau gratte-ciel. 

Soit S une variete. Une famille de faisceaux pervers ponctuels parametree par S est 
un objet £ G D^{S x X) tel que L/*JF g Veix/x pour tout point (ferme) s E S. Ici, 
js : s X X —S' X X est I’inclusion. Deux families qui different par le produit par un 
fibre inversible de S sont dites equivalentes. 

On considere le foncteur qui a une variete S associe I’ensemble des classes 
d’equivalence de families de faisceaux pervers ponctuels parametrees par S. Bridgeland 
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m Theorem 3.8] demontre I’existence d’un espace de modules fin: le foncteur est 
representable par une variete projective M{X/X). 

Soit U I’ouvert de X des points au-dessus desquels / est un isomorpliisme. Alors, 
6 st un faisceau pervers ponctuel pour tout u E U. Ceci definit une immer¬ 
sion ouverte U M{X/X) et on note A+ I’adherence de I’image (on montre en fait 
que X~^ = M{X/X)). On note f~^ : X^ —> A le morphisme canonique. Chen [TTH 
Proposition 4.2] montre que OxxxX+ est un fibre universel. 

Le theoreme 14.101 admet la version plus precise suivante. 

Theoreme 4.12 (Bridgeland). — Le foncteur R 7 r*L( 7 r’'')* : D^{X~^) D^{X) est 

une equivalence. En outre, f~^ : X~^ —>■ X est un flop : f~^ est une resolution crepante 
et le transforme strict de D est relativement f^-ample. 

La preuve est essentiellement la meme que pour la correspondance de McKay 
L’outil-clef est un resultat d’algebre commutative que nous rappelons maintenant (dans 
la version de m §5]). 

Soient Z une variete irreductible et C G D^{Z) non nul. Soit Supp(C) bunion des 
supports des W{C). Soit ampl(C') I’ensemble des i E Z tels qu’il existe z E Z avec 
Hom(C, (Pz[—z]) 7 ^ 0. La dimension homologique de C est hd(C') = sup(ampl(C')) — 
inf(ampl(C)). 

Theoreme 4.13 (« Nouveau theoreme d’intersection »). — On a codim Supp(C') < 
hd(C'). 

Soit z E Z tel que Supp(C) = { z }, 1-0{C) ~ et ampl(C) C [—dimZ, 0]. Alors, z 
est un point lisse de Z et C zz. 

Preuve du theoreme 14.121 (esquisse) — Soit px ■ X x X+ ^ X la premiere 
projection. Soient V = Oxx^xr et V^j = <hp(C)^) pour w E X+. Soient V = 
V'^ ®p*xOJx[^] et Q = V oV E Z1^(X+ x X+). On verifie que Hom('P^,P^/[z]) = 0 
pour tout i, lorsque f^{w) 7 ^ f~^{w') et on montre que Hom(P^,'P^/) = 6 w,w'C, d’ou 
'AoTniVyji,Vu}^]) ~ par dualite de Serre. 

Soit Q! = Q\x+xx+-ax+ ■ Le support de Q! est contenu dans X"*" x —AX’*", done 
est de codimension > 2, s’il est non vide. On a Hom(Q', (P^^i„/[z]) ~ Hom(P^„, P^/[z]), 
done hd(Q') < 1. Le theoreme 14.131 montre alors que Q = 0. 

Le morphisme canonique }loTn{Oyj,Oyj\\]) Hom(P^,^^[1]) est injectif (il 

s’identifie a I’application de Kodaira-Spencer). On en deduit que 1-0{^q{Ow)) — Ow 
On a ampl(<l>g(C)^„)) = [—3, 0]. Le theoreme 14 .1 31 montre que $q((P^) ~ Oyj et que X+ 
est lisse en w. La crepance de / per met alors de conclure que est une equivalence, 
via la proposition 13.21 

La crepance de /■*■ s’obtient en utilisant la trivialite du foncteur de Serre de Dp{X^) 
pour toute fibre F de / + m Lemma 3.1]. On montre que <hp[—1] se restreint en une 
equivalence entre faisceaux coherents sur X+ tues par Hffl et faisceaux coherents sur X 
tues par R/* et I’amplitude relative du transforme strict de D s’en deduit [T^ §4.6].n 
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Remarque 4-^4- — H serait interessant de voir si la meme methode fournit une construc¬ 
tion de flips (cf PP pour des resultats dans cette direction, en dimension quelconque). 

4.6. Varietes singulieres 

Les constructions pour les varietes projectives lisses ont des generalisations a une 
classe plus large, dans le cadre du MMP lacniEHiEniEiiiinni. Ceci est utile pour con- 
struire des equivalences entre varietes projectives lisses, car il existe des decompositions 
de flops generalises en flops qui font intervenir des varietes singulieres. Kawamata 
demontre en particulier un theoreme d’equivalence derivee pour des flops particuliers 
entre champs de Deligne-Mumford toriques. II en deduit qu’un flop torique generalise 
donne lieu a une equivalence derivee m Corollary 4.5]: 

Theoreme 4.15 (Kawamata). — Soient f : Z ^ X et g : Z ^ Y des morphismes 
toriques birationnels entre varietes toriques projectives lisses tels que f*0Jx — g*^Y- 
Alors, D\Y) ~ D\X). 

Mentionnons pour terminer la necessite de considerer des varietes analytiques et 
d’effectuer les constructions dans le cadre de la log-geometrie. 
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